Г1. Векторы. Рав-во в-ров. Слож в-ров. Вычит в-ров. Умнож в-ра на число. Коллинеарность в-ров. Разложение произвольного в-ра по заданным некомпланарным в-рам. Коор в-ра.

Опр: величины, кот характеризуются не только численными знач-ми, но и направлением, наз в-рами.

В-ры изобр направл отрезками. Отрезок наз направленным, если для него указаны начало и конец. Тот факт что точка В явл концом направл отрезка принято обозн 
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. Если направленный отрезок 
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 изображает в-р 
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, то запис 
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 и говорят, что в-р 
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 равен в-ру 
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. Говор, что в-р лежит на прямой, если изображающий его отрезок лежит на этой прямой.

В-р, у кот нач совп с концом наз нулевым и обозн 
[image: image7.wmf]0

.

2 в-ра наз коллинеарн, если изобр их направляющие отрезки паралл или лежат на одн прям. Если коллин в-ры имеют одинак направл, то они наз сонаправл. Если их направления различны, то они назыв противоп направл. Обозн 
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Опр: В-ры наз равными если их длины равны и они сонаправлены.

Длиной или модулем вектора наз длина изображ его отрезка.

2 нулевых в-ра всегда равны м-ду собой.

Отнош рав-ва векторов явл отнош-ем экв-ти:

1) рефл-ть – кажд в-р равен самому себе.

2) симм-ть  
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3)транз-ть – 2 в-ра равные третьему в-ру, равны.

3-е св-во явл-ся первым признаком рав-ва в-ров.

Т: (2-й признак рав-ва в-ров) Если четыр-ник ABCD - параллелограмм, то 
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Т: (3-й признак) если 
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Т: От любой точки м-но отложить вектор равный данному и притом только один.

Опр: суммой 2-х в-ров наз в-р, построенный по правилу (-ка (нарисов). Даны 
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 и 
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. Выбир ( точка А. Отложим от точки А 
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Сумму 2-х в-ров м-но нах-ть и по правилу пар-ма (нарисовать) Если в-ры неколлин, то их сумма представляется диаг-ю построенного на них пар-ма

Св-ва слож-я: 1) коммут 
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, 2) ассоц 
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, Из св-ва 2 след, что при люб распол точек А1,…, Аn верно рав-во: 
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 - правило цепочки, 3) 
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Опр: 2 ненул в-ра наз противопоположными, если их длины равны и они противоп направл (
[image: image23.wmf]0

 противоп самому себе)

4) (
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его сумма с прот-м равна 
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Опр: разностью 2-х в-ров 
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 и 
[image: image27.wmf]b

 наз такой в-р 
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, кот в сумме с в-ром 
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Вычит в-ров м-но свести к слож: 
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Опр: под произведением ненул числа ( и в-ра 
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 поним-ся такой в-р 
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Алг св-ва: 

( 
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Геом св-ва:

Т: в-ры 
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 и 
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(0) кол-ны т и т т, к ( такое ед число (, что 
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Опр: если в-р паралл некот прямой, лежащей в пл-ти, то он паралл самой пл-ти.

Опр: В-ры 
[image: image52.wmf]a

, 
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, 
[image: image54.wmf]c

, паралл одной и той же пл-ти, наз компланарными.

Т: (о разл в-ра по 3-м некомпл в-рам) Пусть 
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 - тройка некомпл в-ров, 
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 - ( в-р пр-ва. Тогда найдется, причем единств тройка действит чисел (,(,(, что 
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Д: 
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 - некомпл, ( они образ лин независ сист (т.к. люб сист, состоящ более чем из 3 в-ров 3-хмерного пр-ва, лин завис). Тогда по cв-ву лин незав-ти 
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 явл лин комбин в-ров 
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, это означ что ( тройка (,(,((R, что 
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Т.к. 
[image: image70.wmf]a
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, 
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 лин незав, то (-(1=0, (-(1=0, (-(1=0 или (=(1, (=(1, (=(1. Ед-ть тройки док-на.

Опр: упоряд сист в-ров наз базисом, если 1) сист в-ров лин незав, 2) ( в-р явл лин комб в-ров данной сист.

Вывод: любая тройка некомпл в-ров образ базис этого пр-ва 
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- базисн в-ры. Базис назыв ортонормир, если 1) 
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, 2) в-ры попарно взаимно ( 

С каждым орт базисом м-но связать сист к-т OXYZ и обратно.

Пусть [image: image75.wmf])
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образ базисн пр-во, ( люб в-р м-но представ в виде лин комб базисн в-ров: 
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, тогда в-р 
[image: image77.wmf]a

 в дан базисе имеет однозначно определяемые к-ты (а1,а2,а3)

Т: 2 в-ра пл-ти (пр-ва) коллинеарны т и т т, к их соотв к-ты проп-ны.

Т: 3 в-ра пр-ва 
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 компл т и т т, к 
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Г2. Скалярн произв в-ров. Вычисление скал-го произв двух в-ров, длины в-ра, угла м-ду в-рами по их корд. Векторное произв неколлин в-ров. Смешанное произв в-ров. Приложение в-рной алебры к элем-й геом.

Опр: пусть 
[image: image82.wmf]a

 и 
[image: image83.wmf]b

 некот в-ры, скал-м произвед этих в-ров наз действ число 
[image: image84.wmf])
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Если в-ры (, то их скал пр-е =0.

Т: пусть в-ры 
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 зад своими коорд в нек ортонормированном базисе [image: image87.wmf])
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Длина ( в-ра 
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 если известны к-ты в-ров 
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Св-ва скал пр-я: 

1) 
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3) 
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Д: (корд способом) Пусть в ортонорм базисе [image: image98.wmf])
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Опр: пусть 
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 тогда в-р кот в данн базисе имеет коорд 
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 наз векторным пр-ем в-ров 
[image: image107.wmf]a

 и 
[image: image108.wmf]b

, взятых в указанном пор-ке. Обозн 
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Т: вект-е пр-е 2-х в-ров = 0 ( когда эти в-ры коллинеарны 

Т: 
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Опр: смешанным пр-ем в-ров 
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 наз число равное опред-лю м-цы 3 пор-ка, сост-й из к-т дан в-ров в указ пор-ке этих в-ров 
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Т: 
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Д: пусть в ортонорм базисе [image: image121.wmf])
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Алг св-ва смеш пр-я: ( 
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4) 
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[image: image132.wmf])
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Геом св-ва: 

Т1: смеш пр-е = 0 ( в-ры компланарны

Т2: Абсол величина смеш пр-я тройки некомпланарных в-ров равна объему пар-да, построенного на этих в-рах.
Г3. Плоскость в общей декарт-й сист корд. Прямая в простр-ве. Взаимное располож прямых и пл-й.

Пл-ть 
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 не паралл-ны. От точки М0 отложим в-ры 
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. Выберем на пл-ти точку М. Выбор точки М, 
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получ Ax+By+Cz+D=0 (1), где D = -(Ax0+By0+Cz0). Учитывая что в-ры 
[image: image146.wmf]a

 и 
[image: image147.wmf]b

 неколлинеарны то А2+В2+С2(0. Т.о. ( пл-ть м/б задана ур-ем 1-й степ. Справ и обратное: всякое ур-е 1-й степ вида (1) опред в 3-хмерном пр-ве некот пл-ть.

Вз распол 2 пл-й. Пусть (1: A1x+B1y+C1z+D1=0, (2: A2x+B2y+C2z+D2=0.
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[image: image148.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

2

2

2

1

1

1

C

B

A

C

B

A

 (II) 
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1) ранг кажд из м-ц равен 1 (т.е. 1 ур-е м/б получено из 2 умнож-ем на нек число) ( (1 = (2
2) (1 || (2: ранг (I) =1, ранг (II) =2

3) (1 ( (2: rang(I) = rang(II) = 2

Прямая в пр-ве.

Опр: Всякий ненулевой в-р 
[image: image150.wmf]p

|| прямой l наз направляющим в-ром этой прямой.
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 (1) – канонич ур прям

(2) 
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 (t(R) – параметрическое ур пр.

M1(x1,y1,z1), M2(x2,y2,z2)(l, им место ур пр по 2 точкам, ф-ла (3): 
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(4) 
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 M0(x0,y0,z0)((((,

(: A1x+B1y+C1z+D1=0, 

(: A2x+B2y+C2z+D2=0.

Вз распол прямых в пр-ве:

l1: 
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[image: image160.wmf]1

3

2

1

||

)

,

,

(

l

p

p

p

p


l2: 
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1) l1 и l2 скрещ ( 
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 некомпланарны, т.е. 
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2) l1 || l2 ( 
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2 и 3 строки проп-ны

3) l1 = l2 в определителе =0, все строки проп-ны

4) l1 ( l2 ( 
[image: image167.wmf]p
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 не ||, т.е. в определителе, равном 0, 2 и 3 строки непроп-ны.

Вз распол прям и пл-ти:

l: 
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(: Ax+By+Cz+D=0

1) l(( ( 
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 и ( не паралл-ны ( Ар1+Вр2+Ср3(0
Г4. Обзор аксиоматики Гильберта: аксиомы принадлежности, порядка, конгруэнтности, параллельности, непрерывности. Требования, предъявляемые к системе аксиом: непротиворечивость, независимость, полнота.

Осн объекты геом: точка прям, пл-ть. Осн отнош, в кот могут вступать объекты – это инцидентность, «леж м-ду», конгруэнтность. Осн объекты удовл аксиомам, кот у Гильберта разбиты на 5 групп.

I. Аксиомы соединения (инцидентности, (-ти)

I.1. для ( 2-х точек А и В ( прямая, (-щая кажд из них.

I.2. для ( 2-х точек А и В ( не более 1 прям, (-щей кажд из точек А, В (А, В – различ)

I.3. На кажд прям ( по кр мере 2 точки. ( по кр мере 3 точки, не леж-е на одн прям.

I.4. ( 3-х точек А, В, С, не леж на одной прям, ( пл-ть, ч-з них прох-я. ( пл-ти всегда ( принадлеж-я ей точка.

I.5. ( 3-х точек А, В, С, не леж на одн и той же прям, ( не более 1 пл-ти, ч-з них проход-й.

I.6. Если 2 разл точки А, В прямой а ( пл-ти (, то всякая точка прямой а лежит в пл-ти (.

I.7. Если 2 разл пл-ти ( и ( имеют общ точку А, то они имеют еще одну общую точку В.

I.8. ( по кр мере 4 разл точки, не леж-е в одн пл-ти.

II. Аксиомы порядка.

II.1. Если т. В л/м т. А и т. С, то А, В, С – 3 разл точки одн прямой и т.В л/м т-ми С и А.

II.2. Если А и В 2 т-ки, то на прямой АВ ( по кр мере 1 такая т.С, что В л/м А и С.

II.3. Из 3-х точек прямой не более 1-й т-ки л/м 2-мя другими.

Опр: совок-ть 2-х точек А и В прямой а наз отрезком, т-ки А и В – концами отрезка, т-ки прямой а, лежащие м-ду А и В (если они () – внутренними точками отрезка, а остальные т-ки пр-ва – т-ками, леж-ми вне отрезка. Обозн [A,B] или [B,A]

II.4. Аксиома Паша. Пусть А, В, С – 3 разл точки, не леж-е на одн прям, и а – прямая в пл-ти АВС, не прох-я ни ч-з одну из точек А, В, С. Если при этом прям а прох ч-з точку отр-ка [A,B], то она прох и ч-з точку одного из отрезков [A,С] и [В,С].

III. Аксиомы конгруэнтности.

III.1. Пусть А и В – 2 точки прямой а, h – произв луч, исходящий из т-ки А(. Тогда ( т. В(, (-щая лучу h, притом такая, что [A,B]([А(,В(]

Т.к. отрезок был опр-н как сист 2 точек и не говорилось ничего о пор-ке, в кот точки след одна за другой, то м-но записи [A,B]([А(,В(], [A,B]([В(,А(], [В,А]([А(,В(], [В,А]([В(,А(] имеют одинак смысл.

III.2. Если [A,B]([А(,В(] и [A,B]([А((,В((], то [A(,B(]([А((,В((]
III.3. Пусть А, В, С – 3 точки пр а, причем В л/м А и С. А(,В(,С( - точки той же прямой а или другой прямой а(, причем В( л/м А( и С(.Если при этом [A,B]([А(,В(], [В,С]([В(,С(], то [A,С]([А(,С(]

III.4. Дан ((ab), лежащий в пл (, и в пл (( луч а(, а( разбивает (( на 2 полупл-ти. В кажд из этих полупл-й ( луч b(, такой что вып ((ab)(((a(b()

III.5. Если А, В, С – 3 точки, не леж на одн прям и А(,В(,С( - также 3 точки, не леж на одн прямой. При этом [A,B]([А(,В(], 

(ВАС((В(А(С(, [A,С]([А(,С(], то (АВС((А(В(С(.

IV. Аксиомы непрерывности.

IV.1. Постулат Архимеда. Каковы бы ни были отр-ки [A,B] и [С,D], на прямой, проходящей ч-з точки А и В найдется такая конечная посл-ть точек А0, А1, …, An-1, An, что 

1) ( точка Ai л/м Ai-1 и Ai+1 (i=1, 2, …, n-1)

2) ( отр-к [Ai-1, Ai]([С, D]

3) В л/м А и An.

IV.2. Пр-п Кантора (полноты) Пусть на нек прямой а дана беск посл-ть отрезков [A1,B1], [A2,B2], …, [An,Bn], … в кот кажд последующий лежит внутри предыдущ. Если ( наперед заданного отр-ка [С,D] (как угодно мал) м-но указать номер n, такой что отрезок [An,Bn] конгруэнтен отрезку, меньшему чем [С,D], то на прямой а ( 1 и только 1 точка О, лежащая внутри кажд из этих отрезков.

V. Аксиома параллельности. Пусть а - произвольная прям, А – точка не лежащая на ней. Тогда в пл-ти, задаваемой ими, ( не более 1 прямой, походящей ч-з т. А и не ( пр а.

Принято считать, что сист аксиом д-на удовл след осн треб-ям: 

1) непротиворечивости, 2) независимости, 3) полноты. Наиболее существ из них явл треб-е непротивор-ти. 

Опр: сист аксиом счит-ся непротиворечивой, если ( 2 логические следствия этой сист не противоречат др др.

Непротивор-ть сист аксиом док-ся подбором интерпретаций данной сист (рассм выше аксиомат непротивореч). Сущ др способ док-ва непротивор сист аксиом. Основанный на понятии эквивалентности 2-х аксиоматик, т.е. если 2 аксиоматики экв-ны и если док-но, что одна из них непротивореч, то 2 аксиоматика тоже непротиворечива.

Т: Аксиоматика Гильберта Евклидовой геом непротиворечива, если непротиворечива арифметика.

Опр: непротивор-я сист аксиом А1, …, An-1, An наз независимой, если каждая аксиома этой сист не явл логическим сл-ем остальных аксиом, т.е. если все требования в сформулир-х аксиомах явл-ся существ-ми.

Независимая сист не допускает исключения каких-либо ее требований с сохранением того же объема следствий из нее.

Опр: сист аксиом наз полной, если ( 2 ее интерпретации изоморфны. (Т.е. м-ду объектами этих интерпретаций можно установить такое вз однозначное соотв-е, которое сохраняет стр-ру пр-ва. 

Сист аксиом Гильберта явл полной сист, однако проблема независимости не м/б решена до конца.

Интерпретация – совок-ть опред-х объектов с опр-ми отнош-ми м-ду ними, для кот-х выполнены все аксиомы сист, т.е. это конкретная «модель» той логической схемы, кот определена аксиомами

Г5. Н.И. Лобачевский и его геометрия. Аксиома Лобачевского, параллельные прямые. Основные св-ва параллельных прямых. Расходящиеся прямые. Взаимное расположение параллельных прямых и расходящихся прямых. Непротиворечивость геометрии Лобачевского.

Из всех постулатов и аксиом Евклида резко выделялся своей сложностью 5-ый постулат. 5-ый постулат можно заменить аксиомой параллельности. Ч/з т. P, не леж на прямой a, в пл-ти, содерж P и a, можно провести не более одной прямой, не пересек прямую a.

Одна из первых попыток док-ть (-т Посидонию (2 в. до н.э.) Он предложил др. опред. ||-х пр-х.: 2 прямые a и b лежащие в одной пл-ти, назыв. ||-ми, если расстояние от всех точек пр-ой a, до прямой b одинаковы. При таком определении аксиома параллельности, а зн и 5-ый постулат легко доказываются. Однако в рез. Посидоний не доказал 5-ый постулат, а лишь заменил его другим, не менее сложным. Вопрос о доказуемости этого нового постулата остался открытым.

Интересную попытку док-ть 5-ый постулат сделал аббат Саккери. Он ставил своей целью доказать пятый постулат от противного => он принимает что 5-ый постулат не верен и стремится получить противоречие. В следствии соверш. им ошибки, он пришёл к выводу, что доказал 5-ый постулат, хотя это и не так.

Многовековые попытки док-ть 5-ый пост-т на основе остальных аксиом и постулатов Евклида не привели к успеху. Однако эти попытки принесли пользу: они выявили ряд предложений ( 5-му постулату, показали, что отрицание 5-го постулата приводит к многим парадоксам. И только в нач. XIX в. впервые в истории русск. учёный Н.И. Лобачевский пришел к выводу, в которой место 5-го постулата занимает противоположн. допущение. Этим самым он окончательно решил проблему 5-го пост-та.

Геом. Лобачевского уничтожила монополию Евклидовой геометрии и черезвыч расширила рамки геом-х исследований.

Аксиоматика геометрии Лобачевского отлич от геом-ии Евклида лишь тем, что акс-ма ||-ти Евклида заменена её отриц, т.е. след аксиомой: Из точки леж вне прямой в пл-ти, ими задаваемой, можно провести по крайней мере две прямые, не пересекающие данную прямую.

Классификации прямых на пл-ти Лобачевского: 1) ||-ые прямые; 2) расходящиеся (сверхпараллельные); 3) пересекающиеся прямые.

[image: image184.png]


Опр.:Пусть U1V1 и U2V2 – две направленные прямые и A( U1V1, B( U2V2. Прямая U1V1 назыв параллельной прямой U2V2 в точке A по отношению к точке B, если: 

a)прямые U1V1 и U2V2 не пересекаются; b)всякий луч, исходящий из точки A и леж внутри угла (BAV1 пересекает открытый луч (BV2). Обозн. U1V1(A)||U2V2(B).

Можно показать, что понятие параллельности не зависит от выбора т. A на прямой U1V1, ни от выбора т. B на U2V2.

Осн св-ва ||-ти:

Опр.: Биссектором двух прямых, расположенных в одной плоскости, назыв прямая по отношению к которой данные прямые расположены симметрично.

Л. Если U1V1||U2V2, то ( биссектор x этих прямых.

Т. (симметричность по Лобачевскому) Если U1V1||U2V2=>U2V2||U1V1.
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Док-во: Пусть x - биссектор двух  прямых. Возьмём т. A1 на одной из них и рассмотрим A2 симметричную точке A1, относительно биссектора x. Покажем что U2V2(A2)||U1V1(A1). Т.к. U1V1 и U2V2 не пересекаются, то док-ва теор достаточно доказать, что всякий внутренний луч угла (A1A2V2 пересекает луч (A1V1). Пусть ( - отражение от биссектора x. При это отражение угла (A1A2V2 переходит в (A2A1V1, поэтому внутренний луч h угла (A1A2V2 перейдёт в некоторый внутренний луч h’ угла (A2A1V1. В силу условия теоремы Луч h’ пересекает луч (A2V2) в некоторой точке H’; прообраз H этой точки, очевидно, является точкой пересечения лучей h и (A1V1). Т.о. доказано, что U2V2||U1V1.Ч.т.д.

Т.(транз-ть ||-ти по Лобачевскому) Если U1V1||U0V0 и U2V2||U0V0 и прямые U1V1 и U2V2 различны, то U1V1||U2V2.

Опр.: (для не направленных прямых) Две прямые a и b назыв параллельными, если на этих прямых можно выбрать направления так, что они были параллельны, как направленные прямые.

Опр.: Две разл прямые леж-ие в одной пл-ти, называются расходящимися, если они не пересекаются и не параллельны.

Т. Если для разл пр-х a и b, леж-х в одной плоскости, ( прямая p, ортогональная им обеим, то a и b – расходящиеся прямые.

Взаимное расположение параллельных и расходящихся прямых:

Т.(критерий расх-ся прямых) Для того, чтобы две различные прямые a и b одной плоскости были расх-ся необх. и дост-но, что бы они имели один и только один перпендикуляр.

Т. Пусть A1A2||B1B2 и M – переменная точка на прямой A1A2, а H – её проекция на прямую B1B2. Тогда отрезок MH неограниченно возрастает при перемещении точки M в сторону противоположную параллельности, и стремится к 0 при перемещении точки M в сторону ||-ти.

Непротиворечивость планиметрии Лобачевского док-ся с помощью интерпретации Клейна.

(-е интерпретации Клейна даёт возможность утверждать, что аксиоматика Лобачевского непротиворечива, если непротиворечива арифметика.

Можно указать и другие модели геометрии Лобачевского: модель Больтрами, модель Пуанкаре (которые тоже непротиворечивы).



Г6. Проективное пространство. Модели проективной плоскости и проективного пространства. Теоремы Дезарга и Папа. Конструктивные задачи на проективной плоскости. Приложение проективной геометрии к решению задач элементарной геометрии.
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Рас-м центральное проектирование. A(((A’=SA((’ (пересечение пл-ей не требуется). Центральное проектирование не устанавливает вз-но одн-ого соответствия между ( и (’. Введём новые объекты. Евклидову пл-ть дополним несобственными точками и несобственной прямой (т.е. бескон удалён). Такая пл-ть назыв расширенной евклидовой пл-ю.
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K’(=a’(b’ это несобственная точка. Несобственная прямая единственна; все несобственные точки лежат на несобственной прямой. Расширенная Евклидова пл-ть – это проективная пл-ть. Аналогично вводят понятие несобственных элементов в пространстве. В случае дополнения несобственными элементами евклидовой пл-ти центральное проектирование становится вз-но одн-ым отображением, которое называется центрально проективным.

Проективное преобразование пл-ти может быть получено композицией двух центрально проективных преобразований.

Модели проективной пл-ти:

1)расширенная евклидова пл-ть – базовая модель. Осн объекты – точки и прямые (собственные и несобственные). Несобственная точка – образ центра пучка прямых ||-ых заданному направлению. Проективная прямая - Евклидова прямая дополненная несобственной точкой. Проективная прямая является замкнутой.
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2)сферическая модель. Возьмём полусферу, которую поместим над расширенной евклидовой пл-ю, что бы основание сферы было ||-но пл-ти и не лежало в ней.

Вз-но одн-ое соответствие устанавливается так: O – центр сферы; A((; A(OA(сферой=A’. Обычным т-ам ставятся в соотв-вие точки пов-ти сферы, а несобственным – точки основания полусферы. Т.к. у т M получается два образа, то во избежание противоречий они отождествляются и понимаются как одна точка.

3)Пучок прямых. Возьмём плоскость ( и не леж на ней точку S. Рассмотрим пучок прямых с центром в точке S. Между т-ми ( и прямыми пучка ставится вз-но одн-ое соотв-ие A(a. 

Прямые пучка ||-ые ( находятся во вз-но одн-ом соответствии с несобственными точками пл-ти. Прямым пл-ти ( будут соотв-ть пл-ти, проходящие через т S.

Любое ур-ие вида A1x1+A2x2+A3x3=0 задаёт на пл-ти (проективную) прямую.

Проективное отображение – это коллинеация (преобр-ие пл-ти,  которое точки леж на одной пр-ой переводит в точки также леж-е на одной пр-ой) или корелляция (преобразование при котором точки перех в прямые, а прямые в точки), сохраняет отношение инцидентности.

Т.(Дезарга) Если у пары треугольников (ABC и (A’B’C’ ( центр Дезарга, то ( и ось Дезарга, и наоборот.

(Рассм (АВС и (А’В’С’ с несовп-ми верш-ми. Если ( S=AA’(BB’(CC’, то пару ( наз дезарговой, т. S – центр Дезарга, AB(A’B’=P, AC(A’C’=Q, BC(B’C’=R, если точки P, Q, R (одной прям, то она наз осью Дезарга)
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Д: 1) (-ки ( одн пл-ти

Пусть (АВС((, (А’В’С’((’. Т.к. пл-ть проективная то (((’=s всегда. Т.к. (-ки ( одн пл-ти, то S((, S((’ (центр дезарга - S), сл-но м-но рассм ценр-е проект- е (((’ с ц. S. Тогда AB(A’B’=P, Р(s, (т.к. s неподвиж и AB(A’B’ неподв). Аналогично AC(A’C’=Q(s, BC(B’C’=R(s, т.о. s – ось дезарга.
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2) (-ки ( одн пл-ти (
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Ч-з т. S провед прям l l((. Возьмем S1(l и S2(l, S1(S2 Проведем АS1 и АS2. АS1(АS2=A’’ (т.к. они леж в одн пл-ти). Анал получ B’’ и C’’. Все полученные точки различны. Пусть (=(A’’B’’C’’). Обознач s=(((, (АВС и (А’’В’’С’’ – Дез пара (S1 – ц-р Дез) ( точки P, Q, R (s (т.к. s=(((). (А’В’С’ и (А’’В’’С’’ – тоже Дез пара (с ц-ром S2) и s – ось Дез. Тогда A’B’(A’’B’’=P, A’C’(A’’C’’=Q, B’C’(B’’C’’=R. А тогда AB(A’B’=P, AC(A’C’=Q, BC(B’C’=R, P,Q,R (s, ( ( ось Дез.

Верна и двойственная ей теор.

Т: (Паппа) 

Если на одной из прямых взять 3 точки А1, А3, А5, а на др А2, А4, А6, то А1А2(А4А5=Р, А1А6(А3А4=Q, А5А6(А2А3=R, то P,Q,R ( одн прямой.

Приложение: задача: построить прямую МХ, если точка Х недоступна.
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1) А(а; 2) АМ; 3) Р(АМ; 

4) PD, D(b; 5) PD(a =C; 

6) AM(b=B; 7) PK, K(b;

8) PK(a=T; 9) AD(BC=O;

10) CK(DT=Q; 11)QO=MX.

Д: по т Дезарга: рассм (ADT и (BCK Они имеют ц-р Дез – это точка Р, сл-но есть и ось Дез – это OQ.
Г7. Основные положения теории изображений многогранных поверх-ностей на пл-ти.
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Аппарат ||-го проектир-я сост из пл-ти проекции и прямой, непаралл-й пл-ти проекции. Эта прям наз направляющей (директриса), она опред-т направление ||-го проектир-я. 

Пусть ( пл-ть проекции, l направл прямая. Если l(( то проекция наз прямоугольной или ортогональной.

Опр: проекцией точки А на пл ( по напр прямой l наз точка А( пересечения с пл ( прямой, проведенной ч-з точку А || прямой l.

Опр: проекцией фигуры Ф на пл-ть ( наз ф-ра Ф1, составленная из проекций всех точек ф-ры Ф.
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Св-ва || проекции

1) сохр-ся прямолин-ть, т.е. точки распол на одной прямой (не || директриссе) проектир-ся в точки одной прямой.

2) Сохр-ся ||-ть, т.е. || прямые (не || директриссе) проектируются в || же прямые или в одну прям.
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3) отнош ||-х или лежащих на одной прямой отрезков равно отнош-ю их проекций
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4) отрезок, || пл-ти проекции, проектир-ся в равный и || ему отрезок.

Опр: изображением ( ф-ры на пл-ти проекции наз ( ф-ра, подобная некот проекции фигуры-оригинала

Т: Изображением ( (АВС явл также абсолютно ( (А1В1С1. 

Действит, достаточно предположить, что сторона АВ (АВС совпадает со своей проекцией А1В1, после чего (АВС м-но расположить произвольно и принять направление СС1 за направление проектир-я. Сл-но (А1В1С1 - проекция (АВС но (А1В1С1 ( (А1В1С2 сл-но если есть некот плоская ф-ра и заданное изображение на плоскости 3-х точек этой ф-ры, то изображение остальных точек опред-ся однозначно. (т.к. при || проекции отнош отрезков сохр-ся) Например: для (XYZ пусть М – произвольная точка фигуры Ф на отрезке X(Y( находим точку Р(, такую что 
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 Проводим Z(Р( затем строим точку М(: 
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Одной из самых важных для теории изображ явл теор Польке-Шварца:
 ( невырожденный 4-уг-к с его диагоналями м-но рассматривать как || проекцию тетраэдра произвольной формы. (4-ник наз невырожденным если никакие 3 его вершины не лежат на одной прямой.

Пр: построить сечение пов-ти прямой 5-угольной призмы ABCDEA1B1C1D1E1 пл-ю PQR если точка Р дана на ребре АА1 точка Q на ребре ЕЕ1 точка R на продолжении ребра СС1
(PQR) ( (AEE1) = PQ; PR; AC – ортогональная проекция пр PR на пл-ть основания, сл-но PR ( (ABC) = O, O= PR ( AC. Аналогично строим точку О(=QR ( (ABC); OO(AB=S; OO((DC=T; (PQR)((ABC)=ST; (PQR)( (ABB1)=PS; Если U – точка пересеч прямых RT и DD1, то 5-угольник PSTUQ – есть искомое сечение.


Г8. Опр многогранника. Правильные и полуправильные многогранники.Многогранные углы. Понятие многогранной пов-ти. Связь многогранной пов-ти и род многогранников. Теорема Декарта Эйлера о многогранниках. 

Мног-ком наз простр-я ф-ра, огранич многоуг если 1) кажд ребро многогр (сторона многоуг) явл общей для 2 и только 2 граней (многоуг); 2) люб 2 грани м/б соедин цепочкой послед смежн др с др граней; 3) для кажд верш углы прилежащих к ней граней должны ограничивать некоторый многогранный угол.

Многогранник наз выпуклым, если он целиком лежит в одном из полупр-в, задаваемых пл-ю, проходящей ч-з кажд грань. 

Выпукл многогр, грани кот явл прав многоуг с одним числом сторон и в кажд вершине кот сходится одинак число ребер наз прав

Сущ 5 типов прав многогр: прав тетраэдр, октаэдр, гексаэдр, додекаэдр, икосаэдр.

Есть полуправ многогр.

Многогр наз равноугольно-полуправ, если все его многогр углы = м-ду собой (не обяз прав) а все его грани – прав многоуг (не все = м-ду собой). (Архимедова призма – n-уг призма с квадр бок гранями, архимедова антипризма.) Многогр наз равногранно-полуправ, если все его грани равн многоуг (не обяз прав), а все многогр углы прав (не обяз равные).

Сущ класс многогр, не явл прав и полуправ.

Опр: многогр пов-ю наз соединение конечн числа многоуг-в, таких что для люб 2 вершин этих многоуг-в сущ такая ломаная, состоящая из сторон многоуг в этой сов-ти, для кот эти вершины служат концами. 

Многоуг-ки – грани этой пов-ти, стороны – ребра, вершины – верш пов-ти. 

Ребро общее для 2 граней многогр пов-ти наз внутренним.

Многогр пов-ть, все ребра кот внутр, наз многогранником.

Опр: замкнутым разрезом многогр пов-ти наз замкнут ломаная, сост-я из каких-либо ребер пов-ти и не имеющих общих точек с краем пов-ти (т.е. с соединением всех граничных ребер, кажд из кот принадлеж одной грани)

Говорят, что разрез разбивает пов-ть, если среди точек пов-ти, не принадлежащих разрезу имеются такие, кот нельзя соединить ломаной, лежащей на пов-ти и не пересекающ разрез.

Опр: многогранная пов-ть наз односвязной, если всякий разрез разбивает ее на 2 пов-ти. В противн случ она наз многосвязной.

Опр: односвязный многогр наз многогр-ком 0-го рода. Если на многогр-ке не сущ k замкнут разрезов без общей точки, кот не разбив многогр, а каждый k+1 таких разрезов разбивает, то он наз многогр-ком рода k.

Т: Декарта-Эйлера. Сумма числа вершин В и числа граней Г любого выпуклого многогранника на 2 ед больше числа его ребер. В+Г=Р+2.

Д: рассм люб грань выпукл многогр-ка (. Всегда м-но выбрать в пр-ве такую точку S из которой все оставшиеся грани будут 2 проектироваться на ( в виде многоуг-в без общих внутр точек. Получим на грани ( нек сеть многоуг-в, где каждой вершине многогр-ка соотв единств угол, кажд ребру – единств отрезок. Вычислим 2-мя разл способами сумму всех плоских углов многогр. При проектир к-либо грани (i на ( получим многоуг с тем же числом сторон. Значит, сумма углов многоуг (i равна сумме углов его проекции. Сумма всех плоских углов многогр-ка = сумме углов всех мноуг-ков, образовавшихся на грани ( после проектир-я. Число всех вершин этих многоуг-в равно В. Из них некот (обозначим их k) принадлеж контуру ( а остальн (В-k) лежат внутри (. Поэтому сумма углов всех образовавшихся многоугольников равна 4d(B-k)+2d(k-2). К ней нужно прибавить еще сумму углов граней (, т.е. 2d(k-2). Т.о. 4d(B-k)+2d(k-2) + 2d(k-2)= 4d(В-2). Эту же сумму м-но вычислить другим путем. Пусть грани многогр занумерованы и грань с номером ( имеет r( ребер, тогда сумма равна 2d(r1-2)+ 2d(r2-2)+…+2d(rГ-2)= 2d(r1+ r2+…+ rГ)=4dГ. Но r1+ r2+…+rk =2Р, т.о. В+Г=Р+



Г9. Измерение длин отрезков и площадей многоуг-в в евклидовой геом.

Пусть ( мн-во любых отрезков. R+ полож действ числа. Говорят что установлено измерение отрезков, если указано отображение l: (( R+, при этом вып аксиомы: 1) если А(В(=АВ то l(А(В() = l(АВ); 2) если точка В л/м А и С то l(АВ)+l(ВС)= l(АС); 3) ( PQ((, что l(PQ)=1. 

Полож число l(АВ) наз длиной отрезка АВ, отрезок PQ единица измерения отрезка.

Рассм конструкцию измерения отрезков. Рассм PQ и произв отр АВ. Будем использ запись полож действ чисел в виде десятич дробей n1, n2, …, nk (0. На АВ будем последовательно отклад точки А1,…, Аn, … так чтобы АА1 = А1А2 = … = AnAn+1 = … =PQ. Пусть а – длина АВ. (i, i(1, …, n точка Ai лежит м-ду 
Ai-1 и Ai+1. Может оказаться при нек нат n Аn=В, тогда а=n. Если нет, то по аксиоме архимеда сущ n такое, что В будет лежать м-ду Аn и Аn+1. Разделим отр АnАn+1 пополам. Пусть Р1 середина отр АnАn+1 

а) Р1=В а=n,1

б) В л/м Аn и Р1, а=n,0,…

Аn+1 а=n,1,… Пусть Р2 середина того из отрезков АnР1 и Р1Аn+1 в кот лежит В. 

а) Р2=В а=n,01

б) В л/м Аn и Р2, а=n,00…

в) В л/м Р2 и Р1 n,01…

Если же В( Р1Аn+1, то a=n,11, либо a=n,10…, либо а=n,11… и т.д. На каком-либо этапе Pi=B сл-но число а – конечная десятичная дробь, либо этот процесс бесконечен, т.е. каждому отрезку АВ при выбранном PQ м-но пост в соотв нек полож действ число а. g: AB( g(AB) (R+ Из описанного процесса g(PQ) =1, сл-но аксиома 3 вып-ся. 

При применении процесса к отрезку АВ=А(В( мы будем получать системы точек, одинаково расположенных и соответствующих равным отрезкам. Поэтому если g(AB)=n,n1n2…, 

g(А(В()= n(,n(1n(2… то n=n(, n1= n(1, …, т.е. g(AB)= g(А(В(), т.е. аксиома 1 вып-ся. Аксиома 2 вып-ся, это можно показать с пом леммы

Л1: если А(В(<AB, то g(А(В()< g(AB)

Л2: Пусть EF – отрезок на кот 1/2n часть отрезка PQ укладывается ровно k раз тогда g(EF)=k/2n
Т: при фиксированном отрезке PQ м-но установить отображение g:(( R+ удовлетворяющее аксиомам 1-3, причем число g(AB) явл длиной АВ 

Т: при фиксир PQ м-но ввести измерит отрезки, удовл аксиомам 1 – 3 лишь ед-м образом.

Под многоуг-й обл-ю поним плоскую фигуру облад св-вами: 1) эту ф-ру м-но представить в виде объединения конечного числа треуг-в, не имеющих общих внутр точек; 2) эта ф-ра явл связной

Рассм мн-во многоуг-х областей F на пл-ти. Предпол что на F м-но определить ф-ю S, облад св-ми: 1) для всякой многоуг обл Ф S(Ф)(0; 2) для Ф1=Ф2 S(Ф1)= S(Ф2); 3) если Ф= Ф1( Ф2, где Ф1 и Ф2 - многоуг области без общих внут точек, то S(Ф)= S(Ф1)+S(Ф2); 4) если Ф – квадрат со стор 1 то S(Ф)=1.

М-но док что ф-я S облад перечисл св-ми сущ и притом ед-на. Знач ф-ии для многоуг области Ф наз площадью этой области. 

Т: Пл-дь прямоуг =ab
Т: площ треуг =1/2аh
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Д: 1) провед ср линию DE. 2) CF( DE. 3) (CEF=(BEB( и (AA(D=(CFD отсюда след S(AA(B(B)= AA((AB. S(AA(B(B)=S((AA(D)+ S((BEB()+ S((DEB)+ S((DBA)= S((ABC). S((ABC)= AA((AB=1/2h(AB
Т: пл-дь пар-ма = произвед основания на высоту

Т: пл-дь трапеции = полусумме оснований на высоту.



Г10. Общие аксиомы конструктивной геом. Инструменты построений. Задачи на построен. Реш задач на построение методом пересечения фигур. Метод геом-х преобразований. Алгебраич метод реш-я задач на построение.
Раздел геометрии в котором изучаются геом построения назыв конструктивной геометрией. Осн понятие - построить геом фигуру (фигурой называется любая сов-ть точек).

Аксиомы конструктивной геом. (общ)

1)каждая данная фигура построена;

2)если построены 2 или более фигуры, то построено и соединение этих фигур.(т.е. сов-ть всех точек ( хотя бы одной из этих фигур);

3)если построены 2 фигуры то можно установить явл ли их разность ( или нет;

4) если разность построенных фигур не равна (, то эта разность построена;

5) если построены 2 фигуры то можно установить явл ли их пересечение ( или нет;

6)если пересечение построенных фигур не равна (, то это пересечение построено;

7)можно построить любое конечное число общих точек 2-х построенных фигур, если такие точки существуют;

8)можно построить точки заведомо (-ие построенной фигуре;

9)можно построить точки заведомо (-ие построенной фигуре (если не все точки пл-ти ( построенной фигуре).

Наиб упортеб инструмент геом постр явл линейка (одностор), циркуль (двусторонний), линейка с парал-ми краями и т.д.

Аксиома линейки: Линейка позволяет выполнить след построения: а)постр отрезок соед две построен точки; б)постр прямую проход ч-з 2 построенные точки; в)луч(по 2-м постр точкам)

Аксиома циркуля: С пом-ю циркуля м-но постр: а)окружность, если построен центр окружности и отрезок(r); б) построить любые из двух дополнит дуг окружности, если построен центр окр-ти и концы дуг.

Аксиома 2-х сторонней линейки: а)выполнить любое построение из аксиомы линейки; б)построить прямую параллельную данной, отстоящей от неё на ширину линейки.

Задача на построение состоит в том, что требуется построить наперёд указанными инструментами некоторую фигуру, если дана некоторая другая фигура и указаны некоторые соответствия между элементами искомой и данной фигуры. Найти решение задачи – значит свести её к конечному числу основных построений. Перечень осн допустимых построений зависит от того, какие инструменты выбраны для построения.

Решить задачу на построение – найти все её решения (фигуры, удовл условиям могут различаться как формой или размерами, так и положением на пл-ти - различия на пл-ти приним-ся или не принимаются в зависимости от формулировки задачи).

Метод пересечения фигур (ГМТ): решение задачи сводят к разысканию некоторой точки, подчинённой двум независимым условиям. Сначала ищем мн-во точек, удовл-х первому условию (Ф1) затем – второму (Ф2). Ясно, что обоим условиям удовл-т каждая точка пересечения фигур Ф1 и Ф2. А всякая точка принадлеж-я объединению фигур Ф1 и Ф2 не удовл-т условию.

Метод геом преоб-ий: при решении задач (особенно в процессе анализа) на ряду с данными и искомыми рассматривают другие фигуры, которые получают из данных или искомых или их частей с помью к.-л. геом преобразований (||-ый перенос, осевая, центральная симметрия, гомотетия и др.).

Пример: Построить ромб, что бы одна из его диагоналей равнялась заданному отрезку r и лежала на данной прямой a, остальные две вершины ромба лежали соответственно на прямых b и с.
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Анализ: (в силу симметрии ромба относительно прямой a)

Построение: 1)b’ симметрично b относительно a. 2)С= b’(с;3)BC; 4)O=BC(a; 5)A и D отстоят от O на r/2. ABCD – искомый.

Доказательство: (см анализ.)

Исследование: 1)с||b’ ( решений нет. 2)c (b’ ( решений б/много. 3) с( b’ вне прямой a ( решение одно. 4) с( b’ на прямой a ( решений нет.

Алгебраический метод: Решение задачи сводят к построению некоторого отрезка (или нескольких отрезков) величину искомого отрезка выражают через величины известных. Затем строят искомый отрезок по полученной формуле.
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